
 

 

CÂU NỘI DUNG ĐIỂM 

1 a Với 𝑧 = 1 + √3𝑖 = 𝑎 + 𝑏𝑖. Ta có 

|𝑟| = √𝑎2 + 𝑏2 = √1 + 3 = 2. 

và {
cos 𝜑 =  

𝑎

𝑟
=

1

2

sin 𝜑 =
𝑏

𝑟
=

√3

2

⇒ 𝜑 =
𝜋

3
. 

Khi đó, dạng lượng giác của 𝑧 = 2 (cos
𝜋

3
+ 𝑖 sin

𝜋

3
). 

Đặt 𝑤𝑘 = √𝑧
3

. Số phức 𝑧 có ba căn bậc 3 xác định bởi 

 𝑤𝑘 = √2
3

[cos (

𝜋
3

+ 𝑘2𝜋

3
) + 𝑖 sin (

𝜋
3

+ 𝑘2𝜋

3
)] , 𝑘 = 0,2̅̅ ̅̅ . 

   = √2
3

[cos (
𝜋

9
+

𝑘2𝜋

3
) + 𝑖 sin (

𝜋

9
+

𝑘2𝜋

3
)] , 𝑘 = 0,2̅̅ ̅̅ . 

Vậy với 𝑘 = 0 

𝑤0 = √2
3

[cos (
𝜋

9
) + 𝑖 sin (

𝜋

9
)] 

Với 𝑘 = 1 

𝑤0 = √2
3

[cos (
7𝜋

9
) + 𝑖 sin (

7𝜋

9
)] 

Với 𝑘 = 2 

𝑤0 = √2
3

[cos (
13𝜋

9
) + 𝑖 sin (

13𝜋

9
)] 
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 b Ta có 

f(x) = ln(𝑥 − 1) = ln[1 + (𝑥 − 2)] 
Đặt 𝑋 = 𝑥 − 2, ta cần tìm khai triển Maclaurin của hàm số ln(1 + 𝑋) đến cấp 𝑛. 

Mặt khác, khai triển Maclaurin của hàm ln(1 + 𝑥) là 

ln(1 + 𝑥) = 𝑥 −
𝑥2

2
+

𝑥3

3
− ⋯ + (−1)𝑛−1

𝑥𝑛

𝑛
+ 𝑂(𝑥𝑛). 

Khi đó 

ln(1 + 𝑋) = 𝑋 −
𝑋2

2
+

𝑋3

3
−

𝑋4

4
+ ⋯ + (−1)𝑛−1

𝑋𝑛

𝑛
+ 𝑂(𝑋𝑛) 

Vậy khai triển Taylor của 𝑓(𝑥) = ln(𝑥 − 1) tại 𝑥0 = 2 đến cấp 𝑛 với phần dư 

Peano là 

ln(𝑥 − 1) = 𝑥 − 2 −
(𝑥 − 2)2

2
+

(𝑥 − 2)3

3
− ⋯ + (−1)𝑛−1

(𝑥 − 2)𝑛

𝑛
+ 𝑂((𝑥 − 2)4) 

Ta có hệ số của (𝑥 − 2)2018 là 
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𝑎𝑛(𝑥 − 2)2018 =
𝑓(2018)(2)

2018!
(𝑥 − 2)2018 =

(−1)2018−1

2018
(𝑥 − 2)2018. 

Vậy 𝑓(2018)(2) = −2017! 
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2 a Ta có 

lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

(𝑥2 − 2𝑚) = −2𝑚, 𝑓(0) = −2𝑚

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0+

−(𝑒sin 𝑥 − 1)

ln(1 + 𝑥)
= lim

𝑥→0+

−𝑥

𝑥
= −1

 

Vậy 𝑓 liên tục tại 𝑥 = 0 khi và chỉ khi 

lim
𝑥→0+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→0−

𝑓(𝑥) = 𝑓(0) 

⇔ −2𝑚 = −1 ⇔ 𝑚 =
1

2
. 
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 b Gọi 𝑉𝑏 , 𝑉𝑛 lần lượt là thể tích bể và thể tích nước; ℎ𝑏, ℎ𝑛 lần lượt là chiều cao bể 

và chiều cao mực nước trong bể. 

Theo đề bài, ta có thể tích bể chứa 

𝑉𝑏 = 𝜋𝑟2ℎ𝑏 = 2𝜋𝑟3 = 100, (do ℎ𝑏 = 2𝑟) 

Suy ra  

𝑟 = √
50

𝜋

3

≈ 2.515 𝑚 

Thể tích nước 𝑉𝑛 = 𝜋𝑟2ℎ𝑛. Khi đó, tốc độ tăng của thể tích nước sẽ là 
𝑑𝑉𝑛

𝑑𝑡
= 𝜋𝑟2

𝑑ℎ

𝑑𝑡
= 3 

Từ đó, ta suy ra tốc độ tăng của chiều cao mực nước theo thời gian 𝑡 là 

𝑑ℎ

𝑑𝑡
=

𝑑𝑉𝑛

𝑑𝑡
.

1

𝜋𝑟2
= 3.

1

𝜋
√

𝜋2

2500

3

=
3

√2500𝜋
3  ≈ 0.151 (

𝑚

𝑝ℎú𝑡
). 
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3 a Ta có 

𝐼 = ∫
1

√𝑥 − 1
4

2

1

𝑑𝑥 = lim
𝑐→1+

∫
1

√𝑥 − 1
4

2

𝑐

𝑑𝑥. 

Đặt 𝑡 = √𝑥 − 1
4

, khi đó 

𝑡4 = 𝑥 − 1
4𝑡3𝑑𝑡 = 𝑑𝑥

 

Vậy 

𝐼 = lim
𝑐→1+

∫
4𝑡3

𝑡

1

√𝑐−1
4

𝑑𝑡 = lim
𝑐→1+

∫ 4𝑡2
1

√𝑐−1
4

𝑑𝑡 = lim
𝑐→1+

(
4

3
𝑡3|

√𝑐−1
4

1

) 

                     = lim
𝑐→1+

(
4

3
−

4

3
(√𝑐 − 1

4
)

3
) =

4

3
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 b Đặt  

𝐼 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

1

= ∫
𝑥3 + 𝑥

√(𝑥 + 1)8
𝑑𝑥

+∞

1

 

Khi 𝑥 → +∞ 

 

 

 

 

 



 

𝑓(𝑥) =
𝑥3 + 𝑥

√(𝑥 + 1)8
∼

𝑥3

√𝑥8
=

1

𝑥
 

Chọn 𝑔(𝑥) =
1

𝑥
, ta có 

lim
𝑥→+∞

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
= lim

𝑥→+∞

𝑥3 + 𝑥

√(𝑥 + 1)8
. 𝑥 = 1 

Mặt khác ta có ∫ 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
+∞

1
 phân kỳ (𝑝 = 1). 

Vậy theo tiêu chuẩn so sánh 2, tích phân ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
+∞

1
 phân kỳ. 
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4 a Đặt 

∑ 𝑎𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
2𝑛 + 𝑛

𝑛22𝑛

+∞

𝑛=1

. 

Khi 𝑛 → +∞ 

𝑎𝑛 ∼
2𝑛

𝑛22𝑛
=

1

𝑛2
= 𝑏𝑛 

Ta có 

lim
𝑛→+∞

𝑎𝑛

𝑏𝑛
= lim

𝑛→+∞

2𝑛 + 𝑛

𝑛22𝑛
. 𝑛2 = lim

𝑛→+∞
(1 +

𝑛

2𝑛
) = 1 + lim

𝑛→+∞

𝑛

2𝑛
= 1. 

Mặt khác chuỗi  ∑ 𝑏𝑛
+∞
𝑛=1  hội tụ do 𝑝 = 2 > 1. 

Vậy theo tiêu chuẩn so sánh 2, chuỗi ∑ 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1  hội tụ. 
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 b Đặt ∑ 𝑎𝑛𝑋𝑛+∞
𝑛=1 = ∑

1

3𝑛𝑛2
+∞
𝑛=1 (𝑥 + 1)𝑛 

trong đó 

𝑎𝑛 =
1

3𝑛𝑛2
 𝑣à  𝑋 = 𝑥 + 1 

Ta xét 

lim
𝑛→+∞

|
𝑎𝑛+1

𝑎𝑛
| = lim

𝑛→+∞
|

1

3𝑛+1(𝑛 + 1)2
. 3𝑛𝑛2| = lim

𝑛→+∞

𝑛2

3(𝑛2 + 2𝑛 + 1)
=

1

3
 

Khi đó bán kính hội tụ 𝑅 = 3 và chuỗi ∑ 𝑎𝑛
+∞
𝑛=1 𝑋𝑛 hội tụ với mọi  𝑋 ∈ (−3, 3). 

Tại 𝑋 = −3 

∑ 𝑎𝑛𝑋𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
(−1)𝑛3𝑛

3𝑛𝑛2

+∞

𝑛=1

= ∑
(−1)𝑛

𝑛2

+∞

𝑛=1

 

là chuỗi đan dấu hội tụ theo tiêu chuẩn Leibnitz (
1

(𝑛+1)2 <
1

𝑛2 , lim𝑛→+∞
1

𝑛2 = 0). 

Tại 𝑋 = 3 

∑ 𝑎𝑛𝑋𝑛

+∞

𝑛=1

= ∑
3𝑛

3𝑛𝑛2

+∞

𝑛=1

= ∑
1

𝑛2

+∞

𝑛=1

 

là chuỗi hội tụ do 𝑝 = 2 > 1. 

Khi đó, miền hội tụ của chuỗi ∑ 𝑎𝑛𝑋𝑛+∞
𝑛=1  là [−3,3]. 

Vậy miền hội tụ của chuỗi lũy thừa  ∑
1

3𝑛𝑛2
+∞
𝑛=1 (𝑥 + 1)𝑛 là [−4,2]. 
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 c Ta có chu kỳ 𝑇 = 2𝐿 = 2, suy ra 𝐿 = 1. Khi đó 

𝑎0 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

−1

= ∫ 0𝑑𝑥
0

−1

+ ∫ 2𝑥𝑑𝑥
1

0

= 𝑥2|0
1 = 1. 

𝑎𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

−1

= 2 ∫ 𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

 

Đặt 

{
𝑢 = 𝑥

𝑑𝑣 = cos 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
⇒ {

𝑑𝑢 = 𝑑𝑥

𝑣 =
1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥

 

Khi đó: 

𝑎𝑛 =
2𝑥

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥|

0

1

−
2

𝑛𝜋
∫ sin 𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1

0

=
2cos 𝑛𝜋𝑥

(𝑛𝜋)2
|

0

1

=
2(−1)𝑛 − 2

(𝑛𝜋)2

= {

0           𝑛ế𝑢 𝑛 = 2𝑘, ∀𝑘 ∈ 𝒁 
−4

(𝑛𝜋)2
     𝑛ế𝑢 𝑛 = 2𝑘 + 1, ∀𝑘 ∈ 𝒁

 

Tương tự 

𝑏𝑛 = ∫ 𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

−1

= 2 ∫ 𝑥 sin 𝑛𝜋𝑥 𝑑𝑥
1

0

. 

=
−2𝑥

𝑛𝜋
cos 𝑛𝜋𝑥|

0

1

+
2

𝑛𝜋
∫ cos 𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥

1

0

=
−2𝑥 cos 𝑛𝜋𝑥

𝑛𝜋
|

0

1

+
2

(𝑛𝜋)2
sin 𝑛𝜋𝑥|

0

1

=
2(−1)𝑛+1

𝑛𝜋
= {

−2

𝑛𝜋
,               𝑛ế𝑢 𝑛 = 2𝑘, 𝑘 ∈ 𝒁.

2

𝑛𝜋
, 𝑛ế𝑢 𝑛 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝒁

 

Tại những điểm 𝑥 ≠ 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝒁 , ta có khai triển Fourier của hàm 𝑓 như sau 

𝑓(𝑥) =
1

2
+ ∑ (

2(−1)𝑛 − 2

(𝑛𝜋)2
cos 𝑛𝜋𝑥 +

2(−1)𝑛+1

𝑛𝜋
sin 𝑛𝜋𝑥)

+∞

𝑛=1

 

Tại những điểm 𝑥 = 2𝑘 + 1, 𝑘 ∈ 𝒁, ta có 

𝑓(𝑥) =  
2 + 0

2
= 1 
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